VIl. STATISTICKI | GRAFICKI PRIKAZ BIVARIJACIONIH PODATAKA!

Neophodni matematicki pojmovi za razumevanje teksta u ovoj glavi:?
Osnovni pojmovi teorije verovatnoce
Operator sabiranja (sumacioni operator) X

Operator dvostrukog sabiranja (dvojni sumacioni operator) XX

U glavama IV 1 V razmotrili smo statisticki opis i graficki prikaz tzv. univarijacionih

podataka, tj. podataka koje smo prikupili posmatrajué¢i promene, tj. variranja na jednoj
kvantitativnoj varijabli ili prate¢i raznolikost na jednoj kategori¢koj varijabli.? Sredivanjem
podataka na jednoj varijabli dobijamo tzv. univarijacionu distribuciju/raspodelu ucestalosti
za kvantitativnu varijablu ili raspored ucestalosti po kategorijama kategori¢ke varijable.
U ovoj glavi prikaza¢emo kako statisticki mozemo opisati uzorak i graficki prikazati podatke
koje dobijemo posmatrajuéi zajednicke promene na dvema kvantitativnim ili dvema
kategorickim varijablama. Premda postoji i moguénost da od dveju varijabli na kojima
istovremeno posmatramo promene jedna bude kvantitativna a druga kategoricka, takav
slu¢aj neCemo razmatrati u ovoj glavi.* Sredivanjem podataka dobijenih na uzorku pri
posmatranju zajednickih promena na dvema varijablama dobijamo tzv. bivarijacionu ili
zajednicku distribuciju ucestalosti. U tom slucaju distribucija svake od tih dveju varijabli
predstavlja tzv. univarijacionu ili marginalnu distribuciju.

Kada statisticki posmatramo zajednicke promene na dvema varijablama prevashodno
se bavimo pitanjima statisticke nezavisnosti i povezanosti tih dveju varijabli. Statisticka
nezavisnost dveju varijabli prosto znaci da na osnovu pojedina¢nih distribucija dveju
varijabli mozemo potpuno da definiSemo njihovu zajedniCku distribuciju. Ako su dve
varijable, X 1 Y, statisticki nezavisne, njihova zajednicka distribucija, u oznaci f(x,y),
predstavljace proizvod njihovih pojedina¢nih, marginalnih distribucija:

S, y) = fOR(y).

! Manji deo teksta u ovoj glavi preuzet je iz Tenjovi€, 2020, glava XII.

2 Osnovni pojmovi teorije verovatnoée prikazani su u Glavi 3, a ostale neophodne pojmove ¢italac kojem je to
potrebno moze pronaci pod odrednicama Operator sabiranja (sumacioni operator) i Operator dvostrukog
sabiranja (dvojni sumacioni operator) u Matematickom pojmovniku u Dodatku **

3 Prvi deo sloZenice univarijacioni, tj. uni- poti¢e od latinske re¢i unus (jedan) i ovde znaé&i jednostruk ili
jednoclan. Drugi deo slozenice (-varijacioni) poti¢e od latinskog variatio, $to zna¢i menjanje ili promena.
Dakle, univarijacioni sluc¢aj (Glave IV i V) odnosio se na situaciju kada posmatramo promene, tj. variranja
samo na jednoj promenljivoj, tj. variabli. Umesto termina univarijacioni ¢esto se srece i termin univarijatni
(nikako univarijantni!) od engleskog univariate, $to je isto $to i univarijacioni. Pridev bivarijacioni (lat. bis =
dvaput, udvojeno) u ovoj glavi oznaCava da posmatramo zajedni¢ke promene, tj. variranja na dvema
varijablama istovremeno. Pri razmatranju statistickih postupaka cesto se, medutim, termini univarijacioni,
bivarijacioni i multivarijacioni (lat. multus = mnogi, visestruk, mnogoclan) koriste kako bi se definisao broj
zavisnih varijabli u analizi. To pocetnike moze da zbuni, mada se iz konteksta uvek moze razluciti o kojoj od
dve razlicite upotrebe ovih termina je rec.

4 O istovremenom posmatranju jedne kategori¢ke i jedne kvantitativne varijable moZe se procitati u Tenjovié,
2020 (glave IX i X).
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Setimo se da smo sli¢no tome u Glavi 3 ustanovili da je verovatnoc¢a zajednickog
desavanja dva statisticki nezavisna dogadaja jednaka proizvodu verovatnoca svakog od
ovih dogadaja:

P(4 N B) = P(4)P(B).

Odnos izmedu dveju varijabli mozemo da prikazemo tabelarno i graficki. Tabelarni
prikaz odnosa izmedu dveju varijabli prikaza¢emo posebno za dve kvantitativne i za dve
kategoricke varijable. Odnos izmedu dveju kvantitativnih varijabli mozemo prikazati i
graficki koris¢enjem Dekartovog koordinatnog sistema. Za istovremeni graficki prikaz
dveju kategorickih varijabli najéesce se koristi klasterski i ,,naslagani (engl. stacked)
Stapicasti dijagram.

Pretpostavimo da smo na 20 ispitanika prikupili podatke o njihovim merama na
dvema kvantitativnim varijablama, X 1 Y, koje mogu uzeti vrednosti od 1 do 10. U Tabeli
7.1 dat je prikaz zajednicke distribucije ovih dveju varijabli.

Tabela 7.1
Primer tabelarnog prikaza zajednicke distribucije dveju kvantitativnih varijabli

X— |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 fy
Y

~L

1 2 2
2 1 1
3 2 2
4 1 1 2 4
5 2 2 1 5
6 1 1
7 1 1
8 1 1
9 2 2
10 1 1
fx 1 3 3 0 6 2 1 2 1 1 n=20

U prvom redu Tabele 7.1 su vrednosti koje moZe uzeti varijabla X, a u prvoj koloni
su vrednosti koje moze uzeti varijabla Y. Brojevi u ¢elijama tabele gde se susticu kolone sa
vrednostima na varijabli X i redovi sa vrednostima na varijabli Y predstavljaju zajednicke
frekvencije. To su zajednicke frekvencije jer pokazuju koliko ispitanika na obema
varijablama istovremeno ima odredene rezultate. Tako, cifra 2 u éeliji u kojoj se susticu
kolona 5 i red 4 oznacava da dva ispitanika na varijabli X imaju meru 5 dok istovremeno
na varijabli Y imaju meru 4. Red fx prikazuje marginalnu distribuciju varijable X, a kolona
fy marginalnu distribuciju varijable Y. Treba uociti da marginalne frekvencije za varijablu
X predstavljaju zbirove zajednickih frekvencija po kolonama a marginalne frekvencije
varijable Y predstavljaju zbirove zajednickih frekvencija po redovima. Naravno, zbir
marginalnih frekvencija na svakoj od varijabli jednak je ukupnom broju parova rezultata, a
u ovom sluc¢aju jednak je i veli¢ini uzorka posto za sve ispitanike imamo podatke na obema
varijablama. Kada bi ove dve varijable bile statisticki nezavisne, onda bismo zajednicke
frekvencije u svim ¢elijama tabele mogli dobiti kao koli¢nik proizvoda marginalnih
frekvencija u redu i koloni kojoj ¢elija pripada i veli¢ine uzorka. Na primer, zajednicka
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frekvencija u ¢eliji gde se ukrsta red 5 i kolona 5 bila bi (5 * 6) / 20, tj. 1.5 a ne 2 kao §to je
ovde slucaj.

Zajednicka distribucija dveju kvantitativnih varijabli uobiCajeno se graficki prikazuje
dijagramom rasprsenja (engl. scatterplot). Dijagram rasprsenja za varijable X i Y ¢iju smo
zajedniCku distribuciju prikazali u Tabeli 7.1 prikazan je na Grafiku 7.1.

Grafik 7.1
Primer grafickog prikaza zajednicke distribucije dveju kvantitativnih varijabli
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Pretpostavimo sada da smo na uzorku mladih osamnaestogodisnjaka iz Srbije (n = 473)
ispitivali postoji li na tom uzrastu veza izmedu toga kog su pola i da li imaju romanti¢nog
partnera. Zajednicku distribuciju ovih dveju kategoric¢kih varijabli mozemo prikazati
pomocu tzv. tabele kontingencije, kao $to je Tabela 7.2.

Tabela 7.2.
Primer tabelarnog prikaza zajednicke distribucije dveju kategorickih varijabli

Pol * Ima li partnera (devojku / decka)?
Imas li partnera (devojku / Ukupno
decka)? (f+)
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DA NE

Pol Muski i 34 87 121
% 28.1% 71.9%
Zenski i 141 211 352
% 40.1% 59.9%
Ukupno (f+%) 175 298 n=473
% 37.0% 63.0%
Oznakom i, j=1,2, ..., 1, k=1, ..., c, oznaCene su zajednicke frekvencije u tabeli

kontingencije. Prvi indeks, undeks j, jeste oznaka reda u kojem je ¢elija, a drugi indeks,
indeks £, predstavlja oznaku kolone u kojoj se nalazi ¢elija. Oznaka fj+ oznacava
marginalnu frekvenciju koja predstavlja zbirove frekvencija u redu j po svim kolonama
(umesto oznake kolone stoji znak + posto se sabiraju frekvencije po svim kolonama).
Oznaka fi oznacava marginalnu frekvenciju koja predstavlja zbirove frekvencija za sve
redove u koloni £.

Grafik 7.2

Primer grafickog prikaza zajednicke distribucije dveju kategorickih varijabli klasterskim
Stapicastim dijagramom
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Od grafickih prikaza ka formulama koje iskazuju povezanost dveju kvantitativnih,
odnosno dveju kategorickih varijabli
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Graficki prikaz odnosa dveju kvantitativnih varijabli na Grafiku 7.1 mozemo podeliti na
Cetiri kvadranta vertikalmom i horizonatlnom linijom, pri ¢emu vertikalnu linija povu¢emo
iz aritmeticke sredine varijable X a horizontalnu liniju povuc¢emo iz aritmeticke sredine
varijable Y. U tom slucaju lako mozemo po broju tacaka, tj. ispitanika po kvadrantima
vizuelno orijentaciono odrediti kakva je veza izmedu varijabli. Ako je vecina tacaka
istovremeno rasporedena u obliku Sire ili uze elipse u donjem levom i gornjem desnom
kvadrantu (Grafik 7.1) onda je korelacija pozitivna, a ako je ve¢ina tacaka rasporedena u
obliku $ire ili uze elipse u gornjem levom i donjem desnom kvadrantu onda je korelacija
negativna (Grafik 7.3). Sto je oblik elipse po kojem su rasporedene tatke uZi to je
korelacija veca. Sto se elipsa vise priblizava krugu tacke su relativno podjednako
rasporedene po svim kvadrantima 1 korelacija se blizi nuli. U Ekstremnom slucaju, ako su
sve tacke rasporedene na jednoj pravoj liniji, korelacija je maksimalna, tj. jednaka +1 ili -1.

Grafik 7.3.
Primer negativne korelacije dveju varijabli
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Matematicki, slede¢i ovu logiku mozemo lako do¢i do obrasca za koeficijent linearne
korelacije: potrebno je vrednost svake taCke (x; i yi-iskazati kao odstupanje od njene
aritmeticke sredine (xi-Mx; y-My) a potom sva odstupanja na obema varijablama
medusobno izmnoziti. Ove proizvode zovemo unakrsnim proizvodima (engl. Cross-
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product). Na kraju, sabracemo sve unakrsne proizvode. Tacke u gornjem levom kvadrantu
manje su od aritmeticke sredine na varijabli X i njihova odstupanja od aritmeticke sredine
varijable X bice negativna. Tacke u donjem desnom kvadrantu manje su od aritmeticke
sredine na varijabli Y te ¢e njihova odstupanja od aritmeticke sredine varijable Y biti
negativna. Tacke u donjem levom kvadrantu imaée negativna odstupanja na obema
varijablama, a tacke u gornjem desnom kvadrantu pozitivna odstupanja na obema
varijablama. Stoga ¢e tacke u gornjem levom i donjem desnom kvadrantu davati negativne
unakrsne proizvode, dok ¢e tacke u donjem levom i gornjem desnom kvadrantu davati
pozitivne unakrsne proizvode.

Zbir unakrsnih proizvoda podeljen sa n ili ¢eSe sa n-1 daje meru linearne povezanosti
dveju kvantitativnih varijabli koja se zove kovarijansa.’
Dakle, kovarijansa uzorka®, u oznaci Syy, definiSe se na sledeé¢i nadin:

(= M) i — My)
n—1

Medutim, kovarijansa govori jasno samo o smeru povezanosti varijabli. Ukoliko je
kovarijansa negativna, varijable su u linearnoj negativnoj vezi a ako je kovarijansa pozitivna
varijable su pozitivno povezane. Na osnovu kovarijanse ne mozemo zakljuciti niSta precizno
o jacini povezanosti jer njena veli¢ina zavisi od jedinica kojima su iskazane vrednosti na
varijablama. Stoga je kovarijansu potrebno sameriti, tj. staviti u odnos sa maksimalno
mogué¢om kovarijansom za date jedinice (ili skale) kojima su iskazane varijable.
Matematicki se moze dokazati da je maksimalna kovarijansa za varijable iskazane datim
jedinicama jednaka proizvodu standardnih devijacija tih varijabli. Podelom dobijene
kovarijanse maksimalno mogu¢om kovarijansom za varijable iskazane datim skalama
zapravo dobijamo koeficijent linearne korelacije kao standardizovanu kovarijansu. Na taj
nac¢in dobijamo obrazac za racunanje koeficijenta korelacije preko kovarijanse:’

Sxy =

rey = X
Sy * Sy
Dakle, koeficijent linearne korelacije predstavlja kolicnik empirijski dobijene kovarijanse,
Sxr 1 maksimalno moguce kovarijanse za varijable iskazane datim skalama, tj. proizvoda
standardnih devijacija dveju varijabli. [z ovog obrasca mogu se jasno uociti razliciti odnosi
koji postoje izmedu kovarijanse i koeficijenta linearne korelacije (na primer, u pogledu
predznaka, u pogledu uslova kada su ove dve mere jednake i sli¢no).
Opste je prihvaceno da je indeks, tj. formulu za koeficijent korelacije matematicki definisao
Karl Pirson 1895. godine, deceniju nakon sto je, bave¢i se problemima herediteta, Sir Frensis
Golton definisao teoriju ,,regresije* i korelacije. Pre toga, Ogist Brave (Auguste Bravais),
francuski mornaricki oficir i astronom, definiSe tzv. bivarijacionu normalnu distribuciju
(zajednicku distribuciju dveju varijabli koja je normalna i ima pet parametara) nazvavsi

3> Deljenjem kovarijanse sa n-1 dobijamo manje pristrasan ocenitelj kovarijanse populacije. Pristrasnost
ocenitelja parametara objaSnjena je u glavi IX.
6 Kovarijansa populacije, u oznaci oxy, matematicki se definiSe na sledeci nacin:

oxy = E{[X— EQ)I[Y — E()]} = E(XY) — pxpy
pri cemu je E oznaka matematickog ocekivanja.
7 Koeficijent linearne korelacije populacije, u oznaci pxy, matemati¢ki se definise na sledeé¢i na¢in:
Oxy
0x Oy
Pri tome, oxy je kovarijansa populacije izmedu varijabli X i Y, a ox i oy standardne devijacije populacije za
varijable X 1Y.

Pxy =
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jedan od parametara ove distribucije korelacijom. Braveu pojedini autori pripisuju i prvu
definiciju formule za koeficijent korelacije. Stoga ¢emo u ovoj knjizi koeficijent linearne
korelacije najcesce zvati Brave-Pirsonovim koeficijentom.

Grafik 7.4.
Originalni Goltonov dijagram odnosa izmedu visine roditelja i dece

—

DIAGRAM BASED ON TABLE |.
(all female heights are multiplied by 1'08)

“MID'PAR[NTS ADULT CHILDREN
————pe—— their Heights , and Deviations from 68%inches.

2 ” ko

lit{ﬂ\'-% DM‘:,” 64 qs 618 617 618 69 7 71 .

m

inches | inches
72 —

.3 —
71 —

*2 —
70 —

69 —

68 —

Preuzeto iz: American Statistician, February 1988, 42(1), str.60.

Na osnovu Goltonovog dijagrama, koji po nekim elementima nalikuje onome sa Grafika 7.1,
i koji je prikazan na Grafiku 7.4, matematicar Karl Pirson je definisao koeficijent linearne
korelacije, u oznaci rxy:

Yiz1 (i — My)(y; — My)

s =

TG — M) (R O - My)?
U brojiocu ove formule je suma unakrsnih proizvoda dveju varijabli, a u imeniocu su sume
kvadriranih odstupanja rezultata na varijablama od odgovaraju¢ih aritmetickih sredina.
Dakle, Pirson je definisao koeficijent linearne korelacije kao funkciju sirovih skorova na
varijablama i odgovarajuih aritmetic¢kih sredina. Uo¢imo identi¢nost Pirsonove formule sa
formulom koja je izvedena kao funkcija kovarijanse i standardnih devijacija varijabli:
ukoliko brojilac Pirsonove formule podelimo sa n-1 dobi¢emo kovarijansu, a ukoliko svaku
potkorenu sumu kvadriranih odstupanja podelimo sa n-1 dobi¢emo varijanse, ¢iji pozitivni
kvadratni korenovi predstavljaju standardne devijacije varijabli.
Prema tome, brojilac formule za koeficijent linearne korelacije ukazuje na
zajednic¢ko/deljeno variranje dveju varijabli a imenilac na njihovo pojedinac¢no variranje. Na
prvi pogled, $§to je zajedniCko variranje/kovariranje dveju varijabli veée a njihovo
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pojedinacno variranje manje, koeficijent linearne korelacije bi trebalo da bude veci. Ipak,
ovo ne treba sasvim jednostavno posmatrati buduci da zajednicko variranje dveju varijabli i
njihovo pojedinacno variranje nisu nezavisni i ne mogu se jednostavno odvojeno posmatrati.
Naime, vece ili manje variranje jedne varijable moze da vodi ve¢em ili manjem zajednickom
variranju varijabli. Na primer, smanjenje varijabilnosti jedne od varijabli dovodi do manje
korelacije sa drugim varijablama. To je fenomen poznat kao ,,restrikcija raspona“. To se, na
primer, desava kada koreliramo uspeh na testu znanja psihologije na prijemnom ispitu sa
uspehom na studijama. U tom slucaju, za varijablu uspeh na testu znanja psihologije
uzimamo u ra¢un samo podatke za one koji su primljeni na studije, te na varijabli uspeh na
testu znanja psihologije dolazi do restrikcije raspona. Postoje nacini da izvrSimo korekciju
koeficijenta korelacije za restrikciju raspona, ali ovi postupci, koji nisu sasvim bez problema,
nadilaze namenu ove knjige, te ih neCemo prikazivati.®

Ako se obe varijable standardizuju, koeficijent linearne korelacije jednak je prosecnom
unakrsnom proizvodu, tj. kovarijansi standardizovanih varijabli:®

n
2.(7,2,)
— =l .

I.XY n— 1

Dakle, i kovarijansa i korelacija pokazuju koliko mere jedne varijable "idu ruku pod

ruku" sa merama druge varijable.'® Kovarijansa i korelacija pokazuju stepen kovariranja

dveju varijabli, tj. stepen u kojem promene jedne varijable bivaju pracene promenama u

drugoj varijabli. Drugacije re¢eno, njima se matematicki iskazuju stepen u kojem jedinice

posmatranja (ili entiteti) imaju isti relativni polozaj u odnosu na ostale entitete u pogledu
dveju varijabli.

A sada bi bilo dobro da na osnovu svega do sada prikazanog o koeficijentu linearne
korelacije, Citalac proceni smer i visinu koeficijenta linearne korelacije za podatke prikazane
na Grafiku 7.5. Podaci prikazani na tom dijagramu rasprsenja predstavljaju cuvene podatke
o inteligenciji 34 para jednojajnih blizanaca odgajanih odvojeno iz istrazivanja Dzejmsa
Sildsa (James Shields) iz 1962. godine, koji su za ovu knjigu preuzeti iz Farnsworth, 2014.
Na Grafiiku 7.5. na X osi date su vrednosti skora inteligencije za blizanca koji je prvi roden
ana Y osi za blizanca koji je roden drugi. Koliki je, dakle Brave-Pirsonov koeficijent u ovom
slucaju?

Grafik 7.5.

8 O tome se moze procitati, na primer, u Nunnally, & Bernstein, 1994.

 Sva dosadasnja odredenja koeficijenta linearne korelacije podrazumevala su da smo povezanost dveju
kvantitativnih varijabli graficki predstavili dijagramom rasprSenja. Na dijagramu rasprSenja varijable
predstavljamo kao ose koje definiSu prostor u koji smestamo jedinice posmatranja prema njihovim rezultatima
na dvema varijablama.Ako pak varijable centriramo i predstavimo ih kao vektore u dvodimenzionalnom
potprostoru tzv. ,,prostora ispitanika®, tada je koeficijent linearne korelacije jednak kosinusu ugla o koji ove
dve vektorski predstavljene centrirane varijable zaklapaju jedna sa drugom:

rXY = cos (a)

10 Reg kovarijansa jasno ukazuje na meru koja govori o zajedni¢kom variranju dveju varijabli. Re¢ korelacija
potice od novolatinske reci correlatio (cotrelatio) Sto znaci saodnos, zajednicki odnos, uzajamni odnos,
uzajamnu vezu. Dakle, korelacija takode podrazumeva da posmatramo udruzeno ili zajednicko variranje dveju
ili viSe varijabli.
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Dijagram rasprsenja skorova inteligencije 34 para identicnih blizanaca gajenih odvojeno
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Podaci za grafik preuzeti su iz Farnsworth, D. L. (2014). Identical Tweens Raised Apart.
Teaching Statistics, 37(1), 1-6, strana 2.

Pretpostavljam da nije bilo nimalo teSko¢a u pogadanju. Oc¢igledno, Brave-Pirsonov
koeficijent je u ovom slucaju pozitivan i visok i iznosi ¢ak 0.79. Sudec¢i po ovim podacima
veliki deo varijabilnosti u inteligenciji posledica je genetskih faktora buduci da je koeficijent
determinaciije, tj. kvadrat koeficijenta korelacije .6241 a blizanci su odgajani u razli¢itim
sredinama. U ovom slucaju koeficijent determinacije se zove koeficijent heritabilnosti.

Proseéna korelacija

Brave—Pirsonov koeficijent korelacije je indeksni broj koji pokazuje tip (s obzirom na
predznak) i jacinu linearne povezanosti izmedu varijabli. Koeficijent linearne korelacije
moze se kretati u granicama od -1 do +1. Ipak, kada se distribucije varijabli X i Y razlikuju
po obliku, maksimalni koeficijent linearne korelacije manji je od jedinice. Koeficijenti
korelacije nisu brojevi na linearnoj skali, te se ne moze re¢i za r = 0.50 da je dva puta vece
od r = 0.25. Stoga, ukoliko se Zzeli racunanje prosecne vrednosti koeficijenata linearne
korelacije, najsmisaonije je na¢i kvadratni koren proseka kvadriranih koeficijenata linearne
korelacije. Drugi nacin za racunanje prosecne vrednosti koeficijenata korelacije jeste da se r
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koeficijenti pretvore u Fiserove z-statistike (u oznaci zr) transformacijom
zr = 0.5In [(1 + r)/(1-1)],

a potom na osnovu dobijenih koeficijenata zr izraCuna prosecno zr. Zatim se dobijeno
prosec¢no zr pretvori nazad u r transformacijom

r=(e¥-1)/ (% +1),

gde je e =2.71828.

Koeficijent korelacije nema osobinu tranzitivnosti. Ako je korelacija izmedu dveju
varijabli (X 1Y) jednaka 0.80, a korelacija varijable X sa tre¢om varijablom Z iznosi isto
0.80, to nikako ne znaci da je korelacija varijable Y sa varijablom Z jednaka 0.80.
Korelacija varijable Y sa varijablom Z moZe u ovom slu¢aju biti ¢ak jednaka 0.28.!!

Kovarijansa, linearna korelacija 1 statistiCka nezavisnost varijabli

Koeficijent linearne korelacije izmedu varijabli jednak nuli ili kovarijansa
medu varijablama jednaka nuli ne znace nuZno i statistiCku nezavisnost dveju
kvantitativnih varijabli. Statisticka nezavisnost dveju kvantitativnih varijabli postoji onda
kada je njihova zajedniCka, bivarijaciona distribucija jednaka proizvodu njihovih
marginalnih, tj. univarijacionih distribucija. S druge strane, kada su varijable statisticki
nezavisne, kovarijansa i linearna korelacija nuzno su jednake nuli.'?

Linearna i nelinearna povezanost izmedu kvantitativnih varijabli

Pored linearne povezanosti, izmedu dveju varijabli moze postojati i nelinearna
povezanost. Ako je odredena promena vrednosti na jednoj varijabli generalno pracena isto
tolikom promenom vrednosti na drugoj varijabli, tada su dve varijable u linearnoj vezi.
Medutim, veza izmedu dveju kvantitativnih varijabli moze biti i nelinearna, tj. znatno
slozenija od linearne. Na primer, porast vrednosti na jednoj varijabli moze biti konzistentno
pracen ili porastom ili opadanjem vrednosti na drugoj varijabli, ali promene na dvema
varijablama ne moraju biti podjednako velike. U tom sluc¢aju rec¢ je 0 monotonoj povezanosti
medu varijablama. Na primer, odredene promene na jednoj varijabli mogu biti pracene
znatno vecéim, tj. brzim promenama, na drugoj varijabli. Ukoliko medu dvema varijablama
postoji monotona povezanost i pri tome su promene na jednoj varijabli pra¢ene podjednakim
promenama na drugoj varijabli, tada moZemo re¢i da medu tim varijablama postoji linearna
povezanost. Prema tome, linearna povezanost medu varijablama je specijalni slucaj
monotone povezanosti. S druge strane, monotona povezanost koja nije linearna predstavlja
samo jedan tip nelinearne povezanosti medu varijablama. Tipova nelinearne povezanosti
izmedu dveju varijabli moze biti beskonacno mnogo. Na primer, porast vrednosti na varijabli
X moze biti u odredenom rasponu vrednosti varijable X prac¢en porastom vrednosti na
varijabli Y, dok u nekom drugom rasponu vrednosti varijable X, porast vrednosti na istoj
varijabli biva pracen stagniranjem ili padom vrednosti na varijabli Y.

! Najniza korelacija varijable Y sa tre¢om varijablom Z, ukoliko X 1Y, kaoi X i Z imaju jednaku korelaciju
r sa Z jednaka je 2r?-1.

12O statisti¢koj nezavisnosti varijabli moZe se podrobnije progitati u Vukovié (1997), str. 94-97 ili u Stilson
(1966), str. 165-182.
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Grafik 7.6.
Dijagram rasprsenja stepena motivisanosti i uspeha u obavljanju aktivnosti
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Sa Grafika 7.6 moze se uoditi jasna nelinearnost veze ovih dveju varijabli. Do odredenog
nivoa, sa porastom motivisanosti generalno raste i uspesnost, a posle tog optimalnog nivoa,
sa daljim porastom motivacije uspeSnost, prosecno gledano, opada. Adekvatna mera
povezanosti ovih dveju varijabli bio bi korelacioni razmer a ne koeficijent linearne
korelacije.

Dobro poznati primeri nelinearnih veza u psihologiji postoje izmedu jacine motivacije
i uspesnosti u obavljanju neke aktivnosti (Grafik 7.6), te izmedu inteligencije i duzine
zadrzavanja na istom radnom mestu. Tip povezanosti medu dvema kvantitativnim
varijablama najbolje se moZe uociti ako se ta veza prikaze graficki. Stoga je pre raCunanja
koeficijenta linearne korelacije izmedu dveju varijabli neophodno graficki prikazati vezu
izmedu njih kako bi se izbeglo racunanje ovog koeficijenta kada medu varijablama postoji
nelinearna povezanost.

Ukoliko se pregledom dijagrama rasprSenja ustanovi da je generalni trend tacaka
izrazito nelinearan (ne formira manje ili viSe izduzenu elipsu ili krug), onda nema smisla ni
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racunati koeficijent linearne korelacije. Tada se za utvrdivanje nelinearne povezanosti medu
varijablama moze koristiti korelacioni racio o kojem se podrobnije moze procitati u
udzbenicima statistike koji obraduju nelinearne veze medu varijablama.'?

Ocenjivanje koeficijenta linearne korelacije u populaciji

Ukoliko na osnovu koeficijenta korelacije dobijenog na uzorku (r) ocenjujemo
kolika je linearna korelacija izmedu varijabli u populaciji (p), r je utoliko pristrasniji
ocenitelj parametra §to je uzorak manji.'* Nepristrasna ocena linearne korelacije populacije
(u oznaci radj., supskript Adj., od engleskog Adjusted = korigovan) moze se dobiti iz r na
slede¢i nacin:

Adj. —
! n-2

_\/1_(1—r2)(n—1)'

Tumacdenje koeficijenta linearne korelacije

Koeficijent linearne korelacije treba pre svega posmatrati kao pokazatelj linearne veze
izmedu dveju varijabli. Pri njegovom tumacenju treba uzeti u obzir smer i jacinu veze.
Ukoliko koeficijent linearne korelacije ima pozitivan predznak, veza izmedu varijabli je
pozitivna, a ukoliko je predznak ovog koeficijenta negativan veza izmedu varijabli je
negativna ili inverzna. Pozitivna veza medu varijablama znaci da je porast vrednosti na
jednoj varijabli prac¢en porastom vrednosti na drugoj varijabli, a negativna veza ukazuje na
to da je povecanje vrednosti na jednoj varijabli pra¢eno smanjivanjem vrednosti na drugoj
varijabli.

Tumacenje visine koeficijenta linearne korelacije nije uvek jednostavno posto u
psihologiji i srodnim oblastima ne postoje precizno definisani pragovi za nisku/slabu,
umerenu/osrednju i visoku/jaku korelaciju/povezanost. Cesto se koeficijent oko .10 (izmedu
0 1.20) tumaci kao da ukazuje na nisku povezanost, onaj oko .30 (izmedu .20 i .50) smatra
umerenim, dok se koeficijent preko .50 posmatra kao da ukazuje na jaku ili snaznu
povezanost izmedu varijabli. Prema drugom kriterijumu nizak koeficijent korelacije je onaj
koji je manji od .30, umerenim/osrednjim koeficijentom se smatra onaj izmedu .30 1 .49, a
visokim koeficijent koji je .50 i viSe. Budu¢i da nema jednoznacnih kriterijuma za kategorije
visine koeficijenta korelacije moZzda je najbolje reSenje da istrazivac koji se bavi odredenom

3K orelacioni racio, u oznaci ny.x, definide se na sledeéi nacin:

- \/s@ ~Siy _ \/1_ S S +n,8 +...+n,S:

Sz 2 gde Je S%{X - n

Y Y

U ovom obrascu S?y je varijansa varijable Y, S%y x je prose¢na (uslovna) varijansa niza vrednosti na varijabli
Y za pojedine vrednosti varijable X, ni, na,..., nx su brojevi rezultata na Y varijabli za svaku od k pojedinih
vrednosti X varijable, dok je n =n; + ny + ... + nx. Razumevanje korelacionog racija podrazumeva poznavanje
regresione analize . Korelacioni racio je asimetri¢na mera asocijacije: korelacioni racio u slu¢aju kada je Y
zavisna a X nezavisna varijabla, nije nuzno jednak korelacionom raciju u slucaju kada je X zavisna a Y
nezavisna varijabla. Korelacioni racio moze se koristiti i u slu¢aju kada je nezavisna varijabla kategoricka. U
tom slucaju ovaj koeficijent naziva se FiSerov intergrupni koeficijent ili eta-koeficijent. Korelacioni racio
jednak je koeficijentu linearne korelacije u slucaju kada je regresija Y varijable na X varijablu tacno linearna.
Korelacioni racio jednak je 1 akko su X i Y u striktnoj funkcionalnoj (linearnoj ili nelinearnoj) vezi. Stepen u
kojem je korelacioni racio ve¢i od koeficijenta linearne korelacije predstavlja pokazatelj nelinearnosti veze
izmedu dveju varijabli (Tenjovi¢, 2020).

14 Ocenjivanje parametara objasnjeno je u glavi IX.
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oblas¢u zakljucak o jacini veze izmedu varijabli donosi uzimajuéi u obzir visinu korelacija
koje se srecu u datoj oblasti. Na primer, u oblasti u kojima se retko sre¢u koeficijenti
korelacije vec¢i od 0.30 takvi koeficijenti se mogu smatrati relativno visokim.

Koeficijent linearne korelacije moze se posmatrati i probabilisticki: Sto vise u skupu
jedinica posmatranja postoji jedinica posmatranja €iji se parovi podataka slazu po svom
redosledu u skupu podataka koeficijent je utoliko veéi. Sta zapravo znaéi ovo slaganje
parova podataka po redosledu? Ako su, na primer, oba rezultata za ispitanika A vedi,
odnosno manji nego parovi rezultata za ispitanika B, onda postoji takvo slaganje. Ukoliko
samo kod 50% ispitanika vazi isti relativni redosled parova podataka ovaj ¢e koeficijent biti
jednak nuli. Ako pak kod oko 70% ispitanika postoji isti redosled parova podataka onda ¢e
koeficijent linearne korelacije biti priblizno 0.75.

Treba voditi racuna i o tome da visoka korelacija izmedu dva testa ne znaci nuzno da
ova dva testa mere istu osobinu. Ona to moZe znaciti, ali ne nuzno samo na osnovu visoke
korelacije izmedu testova. Naime, velika vecina ispitanika u tom su slucaju na ovim
testovima na gotovo istim pozicijama u odnosu na ostale ispitanike u uzorku. Ali to ne znaci
da njihovi skorovi na ova dva testa mere istu osobinu i da su medusobno zamenljivi. Oni ¢ak
mogu biti po veli¢ini sasvim razliCiti jer visoka korelacija izmedu dva testa ne znaci da su
testovi jednaki po dobijenim skorovima, aritmetickim sredinama i varijansama (cf. Branch,
1990).

Pokatkad se kvadrat koeficijenta linearne korelacije pogresno tumaci. Ovaj kvadrat
prosto oznacava proporciju varijanse u jednoj varijabli (recimo Y') koja se moZe objasniti
(ili predvideti) na osnovu varijabilnosti (varijanse) druge varijable (recimo X). Ali, na
osnovu ovoga ne moze se nista re¢i o odnosima relativnih nivoa razvoja osobina koje suu
korelaciji. Na primer, na osnovu korelacije od 0.71 izmedu inteligencije dece na uzrastima
od 4 i 17 godina besmisleno bi bilo re¢i da deca od 4 godine dostizu 50% (0.712) nivoa
njihove inteligencije u odraslom dobu. (Falk, & Well, 1997)
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Zapamtite:

a Linearnost veze medu varijablama, koja je pretpostavka za racunanje
koeficijenta linearne korelacije, treba uvek proveriti, barem graficki (dijagramom
rasprsenja).
a Koeficijent linearne korelacije izmedu dveju varijabli na uzorku koji je
homogen u pogledu jedne od ovih varijabli manji je (zbog restrikcije raspona) nego na
neselekcionisanom uzorku. Na primer, ukoliko su ispitanici probrani u pogledu
inteligencije tako da su na studije primljeni samo kandidati sa IQ-om iznad 120, onda
¢e (zbog restrikcije raspona na varijabli inteligencija) koeficijent korelacije izmedu
inteligencije i uspeha na studijama biti nizi no $to bi bio kada bi se racunao na uzorku
svih prijavljenih kandidata (Sto prakti¢no nije moguce).
o Veoma je vazno ne tumaciti korelaciju automatski kao uzroc¢no-
posledi¢nu vezu. Varijable, izmedu kojih postoji povezanost, mogu zaista biti u
uzro¢no-posledi¢noj vezi, ali nam sama korelacija direktno ne kazuje da li je
odredena veza uzro¢no posledi¢na. Medutim, varijable koje su u kauzalnoj vezi
moraju biti u korelacionoj. Postojanje korelacije moZzemo tumaciti na dva
nacina: 1. jedna varijabla je vazna komponenta druge varijable (ona c¢ini
r*100% komponenti druge varijable) ili 2. dve varijable imaju r?*100%
zajednickih elemenata, tj. neki tre¢i faktor je sadrzan u obema. Na primer,
dobijena je korelacija izmedu broja roda 1 broja novorodene dece. Prema tome,
mogli bismo (pogresno!) zakljuciti da rode, ipak, donose decu! Takav zakljucak
bi bio fatalan po nas i po ceo ljudski rod. Naravno, uzrok ove korelacije je
veli¢ina mesta jer $to je mesto vece vise je 1 dimnjaka (roda) a 1 dece! Isto tako,
iz korelacije puSenja i uCestalosti raka plu¢a, a ona postoji, ne smemo odmah
zakljuciti da je puSenje uzrok raka pluca (ono to moze biti ali ne mora nuzno,
obe stvari mogu biti posledica dublje genetske ili psiholoske osobine). Ipak, za
neke oblike raka pluca uzrocno-posledicna veza sa puSenjem je prili€no
verovatna.

Da bi X varijabla bila uzrok Y varijable moraju biti ispunjeni sledeci

uslovi:

1. X vremenski prethodi Y;

2. XY kovariraju, tj. postoji korelacija izmedu ovih varijabli;,

3. Varijabla Y nije uzrokovana nekom drugom varijablom koja je
ukljucena u odnos izmedu varijabli X 1 Y. Drugim re¢ima, Y varijabla
se ne moze posmatrati kao posledica delovanja drugih varijabli, osim
varijable X, niti postoji varijabla koja se moze posmatrati kao uzrok
obeju varijabli.

o Koeficijent linearne korelacije je invarijantan na odredene linearne transformacije.
Dakle, ako su b, c, d i e konstante tako da su b i d ve¢i od 0, korelacija izmedu
varijabli Z1 W, pri ¢emuje Z=bX +ca W =dY +e, ista je kao i korelacija izmedu
varijabli X i Y. Prema tome, svejedno je da li ¢emo korelaciju izmedu dveju
varijabli racunati na osnovu sirovih (netransformisanih) rezultata, na osnovu
devijacionih (centriranih) skorova ili koriS¢enjem standardizovanih mera.

o Koeficijent linearne korelacije ima veoma ograni¢enu maksimalnu vrednost
(daleko manju od jedan) kada su distribucije dveju varijabli asimetri¢ne u
suprotnim smerovima ili ako je jedna od varijabli dihotomna (svedena na dve
kategoriie) pri ¢emu je proporciia slucaieva u kategorijama neiednaka.
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Testiranje statisti¢ke zna¢ajnosti Koeficijenta linearne korelacije: '

Nulta hipoteza se pri tzv. dvosmernom testiranju statisticke znacajnosti koeficijenta linearne
korelacije formuliSe na slede¢i nagin:'®

Ho: pxy =0

( Recima: koeficijent linearne korelacije u populaciji jednak je nuli).
Alternativna hipoteza se, pri dvosmernom testiranju, formuliSe ovako:

Hi: pxy =0

Test statistik za testiranje Ho, u oznaci t, racuna se na slede¢i na¢in:

n-2

1-r?
Statistik t ima, ako je nulta hipoteza ta¢na, Studentovu T-distribuciju uzorkovanja sa n-2
stepeni slobode, pri cemu je n broj parova rezultata.
Na osnovu toga ra¢unamo ,,malo* p = PIT|> tdobijeno ako je Ho tacna), pri cemu je tdobijeno
konkretna vrednost t-statistika dobijena na uzorku . Ako je verovatnoc¢a da t uzme na slucaj
neku vrednost jednaku dobijenom t ili jo§ ekstremniju, tj. ako je p manje od vrednosti za
odbacivanje Ho (najéesée 0.05), odbacujemo nultu hipotezu i zaklju¢ujemo da je t-statistik
statistiCki znacajan, tj. da je koeficijent linearne korelacije statisticki znacajan, te da u
populaciji postoji linearna povezanost izmedu varijabli. Ako je p vec¢e od od vrednosti za
odbacivanje Ho (najcesce 0.05), ne odbacujemo Ho i moZemo da kazemo da nemamo razloga
da tvrdimo postojanje linearne povezanosti varijabli u populaciji.!’

t=r

Uticaj iznimaka (autlajera) na koeficijent linearne korelacije.

Iznimci ili autlajeri (engl. Outlier) su podaci koji su toliko udaljeni od glavnine
podataka da se moze posumnjati da su generisani nekim drugim mehanizmom a ne onim
kojim je generisana glavnina podataka. Autlajeri najceS¢e nastaju pri uzorkovanju,
prikupljanju i unosu podataka, premda pokatkad predstavljaju stvarne podatke pojedinih
ispitanika koji su u datom pogledu pravi iznimci. Autlajere ¢emo u slucaju korelacije
najlakse uociti na dijagramu rasprSenja. Postoje dva tipa autlajera u ovom slucaju: iznimci
pomerenosti i strukturni iznimci. Iznimci pomerenosti prate osnovni trend podataka na
dijagramu rasprSenja ali su veoma udaljeni od glavnine podataka. Strukturni iznimci
narusavaju trend glavnine podataka.

Monte-Karlo simulacija koju je izveo Eledum (2017) pokazuje sledece:

15 Ovaj odeljak o testiranju statisti¢ke znacajnosti koeficijenta korelacije korisnik treba da presko&i dok ne
savlada sadrzaj Glave X i da se tek potom vrati na njega.

16 Da i je testiranje statistickih hipoteza dvosmerno (engl. two-tailed) ili jednosmerno (engl. one-tailed) zavisi
od toga kako su formulisane nulta i alternativna hipoteza. Ako se u ovim hipotezama precizira smer korelacije
(na primer Ho: pxy = 0, Ho: pxy > 0) onda se vrsi tzv. jednosmerno testiranje. Jednosmerno testiranje se relativno
retko koristi. Odluku o tome da li ¢e testiranje biti dvosmerno ili jednosmerno donosimo pre prikupljanja
podataka, tj. u fazi planiranja istrazivanja.

17 Za testiranje ove hipoteze moZe se koristiti i statistik F koji je jednak t?, a pod Ho ima Snidikorovu distribuciju
Uslovuzorkovanja sa dfi=11idf,=n -2.
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a) autlajeri mogu povecati ili smanjiti koeficijent korelacije zavisno od pozicije na kojoj
se nalaze u odnosu na glavninu podataka. Premda Eledum ne koristi prethodno
navedenu podelu iznimaka, mozemo pretpostaviti da iznimci pomerenosti u principu
povecavaju a strukturni iznimei smanjuju koeficijent korelacije;

b) efekat autlajera na vrednost koeficijenta korelacije je utoliko manji ukoliko je uzorak
veéi; kljuéni element od kojeg zavisi veliCina efekta autlajera na vrednost
koeficijenta korelacije je njegova pozicija u odnosu na glavninu podataka;

Statisticki uslovi za primenu koeficijenta linearne korelacije

Za primenu Brave-Pirsonovog koeficijenta korelacije pozeljno je da budu ispunjeni slede¢i
uslovi (prilagodeno prema Havlicek, & Peterson (1977)):
1. Obe varijable su (barem teorijski) kontinuirane;
2. Varijable su u linearnom odnosu;
3. Parovi podataka na varijablama su statisticki nezavisni (ne sme vise od jednog para
podataka poticati od iste jedinice posmatranja);
4. Zajednicka distribucija dveju varijabli treba da bude bivarijaciona normalna kako bi
se statisticka znacajnost koeficijenta linearne korelacije testirala standardnim t-
testom. Premda je ovaj postupak dosta robustan na neispunjenost uslova o
bivarijacionoj normalnosti, onda kada postoje ekstremna odstupanja najbolje je pre
testiranja znacajnosti koeficijenta linearne korelacije normalizovati raspodele
varijabli inverznom normalnom transformacijom pomoc¢u rangova (i to pretvaranjem
u tzv. rankit skorove procedurom koja postoji u svim poznatim statistickim paketima
(Bishara, & Hittner, 2012).

Testiranje povezanosti ili statisticke nezavisnosti dveju kategorickih varijabli

Statisticku nezavisnost ili povezanost dveju kategoric¢kih varijabli analiziramo tako
Sto za tabele kontingencije, poput tabele 7.2, ra¢unamo hi-kvadrat statistik i sa njim
povezane mere asocijacije a potom testiramo njihovu statistiCku znac¢ajnost. Za tabele 2x2
(pa i za vece tabele) mozemo koristiti koli¢nik Sansi i njegovu statisticku znacajnost.
U Tabeli 7.2 prikazane su u svakoj celiji empirijske zajedni¢ke frekvencije dveju
kategorickih varijabli: pola ispitanika i da li trenutno ima romanticnog partnera
(momka/devojku). Svaka od ovih varijabli ima po dve kategorije tako da se radi o tabeli 2x2.
Da bismo izracunali hi-kvadrat statistik i testirali povezanost ili statisticku nezavisnost ovih
kategorickih varijabli potrebno je za svaku ¢eliju tabele kontingencije izraCunati ocekivanu
frekvenciju. Ocekivane frekvencije pokazuju kakav bi bio raspored frekvencija u tabeli
kontingencije kada bi dve kategoricke varijable bile statisticki nezavisne, tj. kada ne bi bile
u vezi. Pretpostavka da su dve kategoricke varijable statisticki nezavisne predstavlja u ovom
slucaju nultu hipotezu. Ocekivane frekvencije za Celiju jk, u oznaci ¢, racunaju se po
slede¢oj formuli:

o= (fi+ *fir)/n gde su, kao §to smo ve¢ uz Tabelu 7.2 napomenuli, fj+ i fir odgovarajuce
marginalne frekvencije, tj. zbirovi kolona za red j u kojem je ¢elija jk, odnosno zbirovi
redova za kolonu k kojoj ¢elija jk pripada.'®

8Ako su kategoricke varijable nezavisne (a pod tom pretpostavkom raunamo zajednike odekivane
frekvencije) onda je verovatnoca zajednickog dogadanja neke kategorije jedne varijable i (istovremeno) neke
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Razliku ocekivane i empirijske frekvencije u datoj ¢eliji zovemo i rezidualom.

Pirsonov hi-kvadrat statistik za testiranje nulte hipoteze racunamo po slede¢em obrascu:

2 < o (f/k_¢_jk)2
PPV

Ovaj statistik, ako su varijable statisticki nezavisne, tj. ako je nulta hipoteza ta¢na, ima hi-
kvadrat distribuciju uzorkovanja sa (r-1) (c-1) stepeni slobode.!® Potom ra¢unamo ,,malo p*
ili ,,znacajnost*, ,,malo” p = P(32 = %2 dobijeni| Ho tatno), pri Gemu je ¥ dobijeni konkretna
vrednost hi-kvadrata koju smo dobili na uzorku. Ako je verovatnoca p manja od a, tj.
vrednosti za odbacivanje Ho (uobicajeno 0.05), odbacujemo Ho, a ako je ve¢a od te vrednosti
ne odbacujemo Ho. Ako Hopne odbacimo ne mozemo tvrditi da su varijable povezane, tj.
pretpostavljamo da su statisticki nezavisne. Ako Ho odbacimo tada moZemo doneti sledece
sinonimne statisticke zakljucke: Ho odbacujemo ili hi-kvadrat statistik je statisticki znacajan.
Na osnovu ovog statistickog zakljucka zakljuc¢ujemo da su varijable u vezi, tj. da nisu
statisticki nezavisne.

Za primer iz Tabele 7.2 Pirsonov hi-kvadrat statistik bismo izracunali na slede¢i
nacin:

= (34-44.8)*/44.8 +(87-76.2)2 /762 + (141 — 131.2)>/ 131.2 + (211 — 221.8)?
/221.8=5.52. ,Malo“ p u ovom slu¢aju za 1 stepen slobode je .019. Dakle, odbacili bismo
nultu hipotezu ili bismo rekli hi-kvadrat je statisticki znac¢ajan. Ove dve kategoric¢ke varijable
su u vezi, tj. nisu statisti¢ki nezavisne.

kategorije druge varijable jednaka proizvodima verovatno¢e dogadanja date kategorije jedne varijable i
verovatnoc¢e dogadanja date kategorije druge varijable . Dakle:

pik =Py * p= (fiy/n) * (f2e/n),,

a G = pix * n= (fi/n) * (fa/n)*n= (fy; * fa)/n .

19 Broj stepeni slobode je ovoliki jer moramo oceniti (r - 1) verovatno¢a za Q; i (c - 1) verovatnoéa za Q.

T C
Verovatnoée poslednje kategorije svake varijable determinisane su ¢injenicom da je z p;,=1i Z p, =1.
= k=1
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Zapamtite:

o Opisani hi-kvadrat test podrazumeva nezavisnost opservacija, tj. nezavisnost
frekvencija u ¢elijama kontingencijske tabele. To znaci da se jedan ispitanik
sme pojaviti samo jednom u jednoj ¢eliji tabele, a nikako ponovo u istoj ili
drugoj kategoriji! U slucajevima tabela sa tzv. viSestrukim odgovorima, vise
od jedne frekvencije u tabeli potice od istog ispitanika. Na primer, isti ispitanik
moze na neko pitanje odabrati vise od jednog odgovora i prema tome vise
frekvencija potice od istog ispitanika. Velika je greSka primeniti opisani hi-
kvadrat test na takvim podacima, tj. na podacima sa zavisnim frekvencijama.
U tim slucajevima potrebno je primeniti tzv. Rao-Skotov hi-kvadrat test
(postupak se moze naé¢i u Decady & Thomas, 2000).

0 Opisani hi-kvadrat test smemo koristiti ako su, u slu¢aju kada nominalne
varijable imaju po dve kategorije sve ocekivane frekvencije bar 5 ili, ako je
re¢ o varijablama sa viSe od dve kategorije, ukoliko ocekivane frekvencije nisu
manje od 5 u 20% kategorija i nijedna ocekivana frekvencija nije manja od
1. U situacijama kada ovaj test ne treba koristititi, a koje smo upravo naveli,
treba, ako je to smisleno, sazeti kategorije na manji broj ili:
ako je n>40 a tabela 2x2 primeniti Yates-ovu korekciju'
ako je n <40 a tabela 2x2 primeniti Fisher-ov egzaktni test.

o Prikazani postupak testiranja hipoteze o nezavisnosti podrazumeva da je
uzorak E izvuc€en slucajno iz populacije P, tj. da je pri tom fiksirano samo n,
tj. veli¢ina uzorka.

XII.3.Koeficijenti asocijacije dveju kategorickih varijabli

U slucaju odbacivanja nulte hipoteze hi-kvadrat testom smisaono je upotrebiti neku od mera
asocijacije kategoriCkih varijabli zasnovanih na hi-kvadrat statistiku od kojih ¢emo u ovoj
knjizi prikazati samo tri:2°

1. Kramerov V koeficijent, u oznaci V, racuna se na slede¢i nacin:

V= X2 /[n(q_ 1)] gde je = min (r, ¢)

Gornja granica ovog koeficijenta je 1. Kramerov V-koeficijent, medutim, ima tendenciju da
potcenjuje stvarnu jac¢inu povezanosti medu varijablama u populaciji. Zgodna osobina ovog
statistika je Sto se Kramerovi V-koeficijenti iz tabela razli¢itih dimenzija mogu medusobno
uporedivati.

2. Fi-koeficijent

U slucaju kada je tabela 2 x 2, posto je tada q = 2, V-koeficijent je identian fi-koeficijentu

d=+x"/n

20 Podrobniji prikaz ostalih koeficijenata asocijacije moZe se na¢i u Momirovi¢ (1988).
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3. Pirsonov koeficijent kontingencije, C-koeficijent:

C o)

C-koeficijent, ¢ak ni kada je veza medu varijablama savrSena, ne dostize uvek vrednost 1,
ve¢ maksimalna vrednost koju moZe dosti¢i zavisi od dimenzija tabele:

Cmax =+/(q-1)/q gde je = min (r,c)

Jasno je stoga da se C-koeficijenti iz tabela kontingencije koje su nejednakih dimenzija ne
mogu direktno porediti.

Uocimo da su svi prikazani koeficijenti asocijacije dveju kategorickih varijabli zapravo
matematiCke funkcije hi-kvadrat statistika. Stoga zakljucak o statistickoj znacajnosti hi-
kvadrat statistika automatski vazi i za Kramerov V-koeficijent, fi-koeficijent i C
koeficijent.

Koli¢nik $ansi

Kao mera povezanosti dveju kategorickih varijabli, posebno onih dihotomnog tipa, Cesto se
koristi i koli¢nik $ansi (engl. Odds Ratio) ili koli¢nik unakrsnih proizvoda. Sanse smo
detaljno objasnili u Glavi III. Ponovi¢emo ovde samo ukratko: Sanse predstavljaju koli¢nik
verovatnoée da se neki dogadaj desi i verovatnocée da se taj dogadaj desi. Na primer, ako je
verovatnoc¢a da se neki dogadaj desi jednaka 0.8, Sanse tog dogadaja su 0.8 / 0.2, tj. 4. Ako
su verovatnoce da se dogadaj desi i da se ne desi jednake 0.5, Sanse tog dogadaja jednake su
1. Koli¢nik $ansi, u oznaci OR dobija se za tabele 2x2 na slede¢i nacin:

fir

OR:fl_z_fn*fzz

@ _f12 * fo1

22
Pri tome su fi1, fi2, /2 1 f21 empirijski dobijene frekvencije u ¢elijama tabele. Iz desnog

oblika obrasca postaje jasno zasto se koli¢nik Sansi u ovom sluc¢aju zove i koli¢nik unakrsnih
proizvoda — dobija se deljenjem proizvoda frekvencija, pri ¢emu su u istom proizvodu celije
koje su dijagonalno jedna naspram druge u tabeli. Ukoliko su kategoricke varijable (svaka
sa po dve kategorije) statisticki nezavisne koli¢nik Sansi jednak je 1. Inace, ovaj koli¢nik
varira od 0 do co. Medutim, on nije simetri¢an oko 1 pa moze biti razli¢it za tabele u kojima
je prisutan isti stepen asocijacije ali drugacijeg smera. Da bi bio simetri¢an oko 1 dovoljno
je uzeti logaritam od OR. Log OR varira od -oo do o, a kada su varijable nezavisne jednak
je 0. Koli¢nik Sansi se moze generalizovati i na tabele kontingencije vece od 2x2.
Statisticka znacajnost koli¢nika Sansi odreduje se pravljenjem intervala poverenja. Ukoliko
interval poverenja za koli¢nik Sansi ne obuhvata 1 varijable su u vezi u populaciji, a ako
obuhvata 1 ne mozemo to da tvrdimo. Sam postupak formiranja ovog intervala poverenja
ne¢emo prikazivati u ovoj knjizi.

Umesto koli¢nika $ansi, u medicini se ponekad koristi kolicnik rizika ili relativni rizik (u
oznaci RR) koji predstavlja koli¢nik verovatnoc¢e nekog dogadaja u jednoj grupi i
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verovatnoce tog istog dogadaja u drugoj grupi. Npr. ako je verovatnoca oboljevanja od
neke bolesti u jednoj grupi 0.60, a u drugoj grupi 0.20, relativni rizik jednak je 0.60 / 0.20,
tj. 3. To prakticno znaci da je verovatnoca oboljevanja od te bolesti u prvoj grupi 3 puta
veca.

Kramerov V-koeficijent (fi-koeficijent) za primer iz Tabele 2.2. iznosi .108, C-koeficijent
je .107, Sanse za devojke da imaju partneral41 /211 = 0.66, Sanse za momke da imaju
partnera 34 / 87 = 0.39, a koli¢nik $ansi za devojke u odnosu na momke 0.66 / 0.39 = 1.69.
Dakle, u ovom uzrastu Sanse da imaju partnera veée su za devojke 1, 69 puta nego za
momke.
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