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Autlajeri — iznimci ili vangranic¢ne vrednosti (eng. outliers)

Mozda je najbolje da tekst posvecen autlajerima zapocnemo
jednim (za pisca ovih redova) zanimljivim zapazanjem: u indeksima
pojmova u barem tri "klasi¢na", i veoma postovana udzbenika
matematicke statistike iz Sezdesetih godina XX veka (J.E. Freund:
Mathematical statistics, Prentice-Hall, Inc., 1963; R. V. Hogg & A. T.
Craig: Introduction to mathematical statistics, New York: The
Macmillan Company, 1965; S.S. Wilks: Mathematical statistics, New
York: John Wiley & Sons, Inc, 1962) nema pojma outlier!
Neobicnosti radi navedimo i ovo: pisac jednog od udzbenika (S.S.
Wilks) je 1962. godine objavio statisticki test za detektovanje
autlajera u multivarijacionim podacima! Nasuprot tome, ¢ak i u
onim savremenim udzbenicima primenjene statistike ¢iji naslovi ne
zasluzuju da se navode barem na nekoliko mesta spominju se
vangrani¢ne vrednosti, tj. autlajeri. Ova ilustracija mozda na
najbolji nacin odslikava postepeno naraslu svest o tome koliku
vaznost u statistickim analizama realnih podataka ima prisustvo
autlajera.

Autlajere ili iznimke mogli bismo odrediti kao one vrednosti u
skupu podataka koje su neuobicajeno daleko ili koje su veoma
razliCite od glavnine podataka. Prisustvo autlajera u uzorku
podataka najceSée se tumacdi kao posledica greSaka merenja,
greSaka u unosu podataka ili (Sto je sa statistickog aspekta
najvaznije) kao odraz intrinzicne varijabilnosti izvora podataka (cf.
Barnett, 1978). Odredenje vangrani¢nih vrednosti kao odraza
intrinzi¢ne varijabilnosti podrazumeva da postoji statisticki model o
izvoru koji generiSe podatke, tj. o prirodi distribucije varijable u
populaciji iz koje je generisan uzorak. Autlajer bi se u tom slucaju

mogao posmatrati kao opservacija ili vektor podataka koji su



uzorkovani iz druge populacije u odnosu na onu iz koje je glavnina
podataka. Moguce je, isto tako, postojanje iznimaka u podacima
tumaciti i u smislu uzorkovanja iz populacije ¢ija distribucija ima
"teze repove" od pretpostavljene raspodele. Autlajeri u
multivarijacionom  slu¢aju mogu predstavljati opservacije koje
odstupaju od glavnine podataka po velic¢ini ("autlajeri pomerenosti"
— eng. shift outliers) ili po strukturi. Dok prva vrsta autlajera prati
osnovnu strukturu povezanosti medu varijablama i predstavlja
prosto daleke opservacije koje prate trend glavnine podataka, dotle
druga vrsta vangrani¢nih vrednosti upravo narusava strukturu
povezanosti izmedu varijabli. Ukoliko su, na primer, dve osobine
licnosti u pozitivnoj linearnoj vezi, autlajer "po velicini" predstavljao
bi ispitanika koji ima neuobicajeno visoke (ili niske) rezultate na
obema crtama, dok bi autlajer "po strukturi” bila jedinica
posmatranja sa neobi¢no visokim rezultatom na jednoj, a
neuobicajeno niskim rezultatom na drugoj osobini.

Otkrivanje autlajera u podacima neobi¢no je vazno. Pre
svega, na taj nacin moguce je otkriti grube greske u merenju il
unosu podataka koje bi, ukoliko ostanu neuocene, mogle potpuno
kompromitovati zakljuCke istrazivanja. S druge strane, "prave"
vangranicne vrednosti, tj. rezultati izrazito netipi¢nih jedinica
posmatranja mogu — bududi da se u analizama podataka psiholoskih
istrazivanja joS uvek skoro iskljucivo koriste statisticki postupci koji
su nepostojani, tj. nerezistentni na autlajere — dovesti do
nesrazmernog izobliCenja rezultata i tako dovesti do neadekvatnih
ocena kljuénih parametara koji su od interesa za istrazivaca.
Zavisno od toga koji matematicki model distribucije, po
pretpostavci, dobro opisuje raspodelu jedne ili viSe varijabli u
populaciji postoje razliciti statisticki kriterijumi i raznovrsni graficki
postupci za detekciju autlajera. Najcesée primenjivani klasi¢ni
statisticki kriterijumi za vangranicne vrednosti u

jednodimenzionalnom sluaju su postojanje podataka Cdije



odstupanje od aritmeticke sredine je vece od 2.5 ili 3 standardne
devijacije (u zavisnosti od veli¢ine uzorka) ili ¢ija je udaljenost od
gornje (ili donje) Cetvrti (eng. uper and lower forth, vrednosti koje
grubo odgovaraju percentilima 75 i 25) veéa od izraza koji se dobija
mnozenjem meducletvrtnog rasprSenja (razlike gornje i donje
Cetvrti) vrednoséu 1.5 (definicija i postupak racunanja
meducetvrtnog rasprSenja mogu se videti, na primer, u Hoaglin,
1983. str. 38). U novije vreme se sve VviSe koristi "robustni
kriterijum™ za deklarisanje jednodimenzionalnih autlajera koji se
definiSe na slededi nacin: rezultat x; je vangranic¢na vrednost ako je

[x; —Mdn|

———— > 2.24
MAD /0.6745

Pri tome je Mdn medijana, MAD je medijana apsolutnih odstupanja
rezultata od medijane (eng. Median Absolute Deviation), a
konstanta 0.6745 sluzi za reskaliranje mere MAD tako da u slucaju
normalne raspodele MAD moZe posluziti kao ocena standardne
devijacije populacije (cf. Wilcox & Keselman, 2003).

Uocavanje potencijalnih iznimaka u univarijacionom i
bivarijacionom slucaju relativno je jednostavno i za to je ponekad
dovoljno pazljivo i znalacko posmatranje valjanog grafickog prikaza
podataka (npr. kutijasti dijagram — boxplot, dijagram rasprsenja).
Detektovanje autlajera u multivarijacionom "roju tacaka" (dakle, u
prostoru sa viSe od dve dimenzije) predstavlja veoma komplikovan
zadatak jer je oslanjanje na vizuelnu percepciju u tom slucaju
prakticno nemogucée (premda u tom smislu postoje predlozi veoma
sofisticiranih  algoritama  koji  koriste  dinamicko  graficko
programiranje, a koji bi mogli biti od koristi u slucaju elipti¢nih il
skoro elipti¢nih distribucija, cf. Bartkowiak & Szustalewicz, 1997).
Za otkrivanje postojanja jednog autlajera u multivarijacionom
slu¢aju moguce bi bilo primeniti varijantu "bez jednog" (eng.
leaving-one-out) postupka "univerzalnog noza" (eng. jackknife).

Postupak "univerzalnog noza" izvorno je razvijen u radovima



Quenouillea i Tukeya za ocenu stabilnosti (tj. standardne greske) i
pristrasnosti razliCitih ocenitelja parametara (cf. Efron, 1981;
Rodgers, 1999). Preuzorkovanjem (eng. resampling) bez vracanja
jedinica posmatranja iz postoje¢eg uzorka tako da se u svakom
koraku izostavi po jedna jedinica iz uzorka i analiza u svakom
koraku izvede na preostalih n-1 opservacija moze biti od pomodi u
"lociranju” autlajera. Ipak, osim toga Sto bi za velike i sloZzene
uzorke ovaj postupak zahtevao ogroman broj koraka (3to s obzirom
na brzinu danasnjih racunara nije ozbiljan problem) veliki
nedostatak ovog postupka je u tome Sto se njime ne mogu otkriti
viSestruke vangranicne vrednosti ili klasteri autlajera.

Klasi¢ni postupak za otkrivanje autlajera u multivarijacionom
slu¢aju zasniva se na racunanju Mahalanobisove distance za i-tu

jedinicu posmatranja (vektor podataka x;), u oznaci MD;:

MD, = \/(xi -m)‘C(x, —m)
pri ¢emu je m vektor aritmetickih sredina, a C matrica kovarijansi
varijabli. Mahalanobisova distanca ocigledno pruza informaciju o
udaljenosti tacke koja predstavija datu jedinicu posmatranja od
srediSta multidimenzionalnog roja tacaka (vektor m) uzimajudi pri
tome u obzir oblik roja (matrica C), tj. strukturu povezanosti medu
varijablama. Jedinica posmatranja sa visokom vrednosS¢u MD;, tj.
vrednos¢u Hi-kvadrat statistika vecom od kvantila 0.975 iz Hi-
kvadrat distribucije za p stepeni slobode (pri ¢emu je p broj
varijabli) moze biti kandidat za autlajera'’. Medutim, tzv. diste
"autlajere pomerenosti" (vangrani¢ne vrednosti koje poti¢u iz
multivarijacione distribucije sa istim oblikom matrice rasprSenja kao
glavnina podataka, ali sa pomerenim parametrom lokacije)
prakticno je nemoguce otkriti ovim postupkom zbog efekata

maskiranja i pretegnuéa (teorema o ocekivanoj kvadriranoj

! Kvadrirana Mahalanobisova distanca D%, ima, ako uzorak potige iz multivarijacione normalne
raspodele, Hi-kvadrat distribuciju sa p stepeni slobode, pri ¢emu je p broj varijabli (Gnanadesikan &
Kettenring, 1972).



Mahalanobisovoj distanci iz koje sledi ovaj zakljucak i dokaz te
teoreme moZe se na¢i u Rocke & Woodruff, 1996). Efekat
maskiranja dogada se kada u multivarijacionim podacima postoji
odredeni skup vangranic¢nih vrednosti tipa "pomerenosti" koje
pomeraju centar glavnine podataka i poveéavaju elemente matrice
kovarijansi. Efekat pretegnuca (eng. swamping) deSava se kada
skup autlajera toliko izobli¢i matricu kovarijansi da podaci iz
glavnine podataka koji u stvari nisu iznimci pocinju po svojoj
Mahalanobisovoj distanci da liCe na autlajere, dok pravi autlajeri
bivaju neotkriveni. U kojoj meri je otkrivanje iznimaka u
multivarijacionim podacima slozeno najbolje se moze naslutiti iz
ogromnog broja c¢lanaka (i, prema tome, razliCitih algoritama) koji
su posveceni tom problemu a objavljeni su u novije vreme u
vodedim svetskim statistickim casopisima (cf. Gnanadesikan &
Kettenring, 1972; Campbell, 1978; Rousseeuw & van Zomeren,
1990; Hadi, 1992; Atkinson, 1994; Rocke & Woodruff, 1996;
Kosinski, 1999; Hardin & Rocke, 2004). Veoma slozeni problemi koji
postoje u otkrivanju autlajera u multivarijacionim podacima mogu
se svakako umanjiti koriS¢enjem multivarijacionih statistickih
postupaka koji poseduju odredeni stepen rezistentnosti na autlajere.
S obzirom na opasnost izoblicenja rezultata dobijenih "klasi¢nim"
multivarijacionim  postupcima zbog prisustva nedetektovanih
vangrani¢nih vrednosti u podacima cini se veoma vaznim ispitati
robustnost na autlajere svakog novog postupka koji se primenjuje
u analizama podataka. Ukoliko se postoje¢i postupci pokazu
nepostojanima u prisustvu iznimaka veoma je korisno pristupiti
njihovom upostojanjavanju (eng. robustification). Korist od takvog
pristupa u primeni statistickih postupaka moze biti dvostruka: s
jedne strane, velike razlike u rezultatima koji su dobijeni primenom
nepostojanih i postojanihn metoda mogu ukazivati na postojanje
skrivenih autlajera u podacima; s druge strane, ishodi primene

postupaka rezistentnih na vangrani¢ne vrednosti mogli bi biti viSe u



skladu sa osnovnim zakonitostima ili sloZzajevima odnosa u
ispitivanoj realnosti koje bi, inace, mogle biti maskirane prisustvom
autlajera u podacima. Pri upostojanjavanju postupka potrebno je
postici istovremeno dva Cesto suprostavljena cilja:

1. postojan postupak bi trebalo da bude — u smislu efikasnosti —
veoma blizu optimalnom postupku kada su ispunjene pretpostavke
modela na kojem se zasniva optimalni ali nepostojani postupak;

2. postojan postupak bi trebalo da pokazuje robustnost, tj.
neosetljivost na umerene perturbacije modela na kojem se zasniva
klasi¢ni optimalni i, za dati model, najefikasniji postupak.
Robustnost postupka na umerene perturbacije modela cesto se u
praksi analize podataka proveravaju ispitivanjem rezistentnosti na

autlajere.
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