DODATAK 2: OSNOVNI POJMOVI MATRICNE ALGEBRE

Iz knjige: Tenjovi¢, L. (2020). Statistika u psihologiji, drugo dopunjeno i izmenjeno
izdanje. Beograd: Centar za primenjenu psihologiju.
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Osnovna namena Dodatka 2 nije da bude matematicki uobicajen prikaz
matri¢ne algebre, ve¢ da korisniku Priru¢nika omoguci da prati matri¢nu notaciju koja
je Cesto koriS¢ena u Priru¢niku. Autor je nastojao da osnovne pojmove iz matri¢ne
algebre prikaze Sto jednostavnije i da, pritom, §to je visSe moguce, koristi primere koji
su u bliskoj vezi sa sadrzajem ove knjige. Korisnici knjige koji zele da postignu
dublje razumevanje matri¢ne algebre trebalo bi da, pored ovog dodatka, prouce
dodatak Elementi linearne algebre u Momirovi¢, Wolf i Popovi¢ (1999). Vrlo korisni
izvori na engleskom jeziku za savladavanje elemenata matricne algebre, pogotovu za
¢itaoca koji nema primarno matematicko obrazovanje, jesu Green & Carroll (1976),
Horst (1963) 1 Searle (1966). (Navedeni izvori su kori§¢eni i za pisanje ovog dodatka.
Potpuni bibliografski podaci o navedenim knjigama nalaze se u spisku referenci).
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11. KVADRATNA FORMA 413

1. MATRICE

Matrica je matematicka struktura pravougaonog ili kvadratnog oblika koja
sadrzi nizove elemenata poredanih u redove i kolone. Broj redova i broj kolona koji
matrica sadrzi pokazuju red ili dimenzije matrice. Tako, za matricu koja ima 5 redova
i 6 kolona kazemo da je matrica reda 5x6 (pet puta Sest). Matrice se obicno
obelezavaju velikim zadebljanim slovima kao, na primer, X, A, D, ¥, A...

Svaki element matrice nalazi se na mestu na kojem se ukrsta odredeni red i
odredena kolona matrice. U ovom tekstu pretpostavljacemo da su elementi koji se
nalaze u matrici realni brojevi, mada u opstem slucaju to mogu biti elementi nekog
drugog skupa, na primer skupa kompleksnih brojeva. U opStem slucaju element
matrice oznacava se malim slovom uz koje se pisu dva indeksa: prvi indeks je oznaka
reda matrice u kojem se nalazi taj element, a drugi indeks je oznaka kolone matrice u
kojoj se nalazi taj element. Tako, na primer, u matrici podataka, u kojoj uobicajeno
redovi sadrze podatke o ispitanicima ili jedinicama posmatranja, a kolone sadrze
varijable, rezultat ispitanika L. T. (tre¢i red) na varijabli introverzija (druga kolona)
nalazi se na mestu na kojem se ukrsta treci red i druga kolona i oznacava se oznakom
x37. Ako matrica podataka izgleda ovako:

[15 12 10|
18 11 9
X=[12 4 11/,
16 2 18
14 8 12

onda je reC¢ o matrici reda 5x3, a rezultat ispitanika L. T. na varijabli introverzija
jednak je 4. To bismo mogli jo§ napisati i ovako: x3; = 4. Elementi koje sadrzi matrica
uobicajeno se piSu unutar uglaste zagrade kao §to je to prikazano u ovom primeru.

U opstem slucaju matrica reda nxm izgledala bi ovako:

X1 X Xzt Xy Xy
Xor Xy Xy Xy Xy,
X3 Xy Xy3m Xyt Xy

Uocimo da opsti element x;; ima dva indeksa (indeks reda i indeks kolone u kojoj je
element) i da indeks i (indeks reda) uzima vrednosti od 1 do n, a da se vrednosti
indeksa j (indeksa kolone) kre¢u od 1 do m. Moguce je, stoga, matricu X napisati i u
slede¢em obliku:
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X={x;},i=1,2,.,n;j=1,2,...,m.

1.1. Kvadratna matrica

Matrica koja ima jednak broj redova i kolona zove se kvadratnom matricom.
Tipi¢ni primeri kvadratnih matrica u analizi podataka u psihologiji jesu matrica
kovarijansi i matrica interkorelacija.”’” Na primer, matrica interkorelacija za Cetiri
varijable (MSUKUP, E, NEUROT, EKSTRA) izgledala bi ovako:

MSUKUP E NEUROT EKSTRA
MSUKUP 1.00 .32 .53 -.32
E .32 1.00 -.05 .06
NEUROT .53 -.05 1.00 -.41
EKSTRA -.32 .06 -.41 1.00

Ova matrica je reda 4x4.

1.2. Dijagonalna matrica

Matrica ¢iji su svi vandijagonalni elementi, tj. elementi za koje je i # j (na
primer X2, X13, X14, X21...), jednaki nuli, a ¢iji svi dijagonalni elementi, tj. elementi za
koje je i = j (na primer X;jj, Xz, X33, X44...), N€ moraju biti jednaki nuli jeste
dijagonalna matrica.

1.3. Skalarna matrica

Skalarna matrica je dijagonalna matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi jednaki.

1.4. Matrica identiteta (I)

Skalarna matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi jednaki jedinici zove se
matricom identiteta i uobicajeno se oznacava oznakom I. Kada bi svi elementi izvan
glavne dijagonale u matrici interkorelacija u prethodnom primeru bili jednaki nuli,
onda bismo u tom slucaju imali primer matrice identiteta.

1.5. Mnozenje matrice skalarom

U matri¢noj algebri realni brojevi se obicno zovu skalarima. Matrica se mnozi
skalarom ili realnim brojem tako §to se svaki element matrice pomnozi tim skalarom.

1.6. Transpon matrice (X')

Kada kolone neke matrice pretvorimo u redove (te, prema tome, redove u
kolone), onda smo pocetnu matricu transponovali, a matrica koju dobijamo ovom

1% ojmovi kovarijanse i korelacije objasnjeni su u glavi XI.
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operacijom je transpon pocetne matrice. Transpon matrice obi¢no se oznac¢ava malim
slovom t kao eksponentom iznad oznake matrice (Sto je slucaj i u Priru¢niku) ili
jednostrukim apostrofom uz oznaku matrice (X).

Na primer, transpon matrice X:

[15 12 10
18 11 9
X=[12 4 11
16 2 18
14 8 12

jednak je:

15 18 12 16 14
X'={12 11 4 2 8
10 9 11 18 12

Formalno, operaciju transponovanja mogli bismo definisati na slede¢i nacin:

Ako je X = (x;), tada je X' = (x;)" = (x;).

Ocigledno, element koji je u pocetnoj matrici bio u redu i a u koloni j u
transponovanoj matrici bi¢e u redu j a u koloni i.

Zapamtite:

0 Ako je a skalar, tj. realan broj ili oznaka realnog broja, tada je (aX)' = aX;

o (X')'=X. Transpon transponovane matrice jednak je poéetnoj matrici.

2. VEKTORI

Mada se pojam vektora moze formalno mnogo bolje definisati, u ovom tekstu
pod vektorom ¢emo podrazumevati matricu koja ima samo jedan red (redni vektor) ili
samo jednu kolonu (kolonski vektor). Dakle, redni vektor je matrica reda 1xm, a
kolonski vektor je matrica reda nx1. Svaka varijabla u matrici podataka na kojoj su
podaci za n ispitanika ili jedinica posmatranja u ovom smislu predstavlja kolonski
vektor. Svaki ispitanik koji ima podatke na m varijabli u toj matrici moze se
posmatrati kao redni vektor. Kolonske vektore ¢emo u ovom tekstu oznacavati malim
zadebljanim slovima (na primer x), a redne vektore kao transpone kolonskih vektora
(x)*'!. Prema tome, budu¢i da su vektori (onako kako su ovde definisani) specijalni

2! K orisnik Priru¢nika treba da ima na umu, ako koristi matematicke knjige iz ove oblasti, da neki
autori koriste upravo suprotno oznacavanje od onoga koje je koris¢eno u ovom tekstu.
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slucajevi matrica, za njih vaze pravila mnozenja skalarom i transponovanja koja smo
objasnili u prethodnom tekstu.
2. 1. Sabiranje i oduzimanje matrica i vektora

Matrice i vektori mogu se sabirati i oduzimati samo ako su istog reda, tj.
jednakih dimenzija. U tom slucaju oduzimanje i sabiranje protice tako $to se saberu
(oduzmu) elementi dva vektora ili dve matrice koji imaju isti indeks. Figurativno
receno, treba u mislima ,,poklopiti dva vektora ili dve matrice istih dimenzija, te
sabrati (oduzeti) elemente koji se medusobno poklapaju.

Zapamtite: Sabiranje (oduzimanje) vektora ili matrica, kao i mnozenje matrice ili
vektora skalarom, jesu komutativne operacije jer vaze sledeca pravila:
X+Y=Y+X; ax =xa; aX = Xa.

2.2. Skalarni proizvod vektora

Da bismo dobili skalarni proizvod dva vektora, prvi ¢lan proizvoda mora biti
redni vektor, a drugi ¢lan proizvoda mora biti kolonski vektor. Pri tome, broj
elemenata u rednom vektoru mora biti jednak broju elemenata u kolonskom vektoru.
Mnozenje se odvija tako §to se, figurativno receno, ,,poklope” elementi dva vektora
koji imaju isti redosled (prvi ¢lan jednog vektora sa prvim ¢lanom drugog vektora i
tako redom), zatim se elementi dva vektora koji se ,,poklapaju“ pomnoze i, na kraju,
tako dobijeni proizvodi saberu. Kao rezultat ovoga dobija se jedan broj — skalar.
Otuda i potice naziv ovog proizvoda. Ponekad se ovaj proizvod zove i unutrasnjim
proizvodom vektora.

Najjednostavnije se skalarni proizvod dva vektora (x' i y) moze definisati na slede¢i

nagin:>'?

Yi
Ako su x' = (X1, Xp,..., Xp) i y = _yz vektori reda 1xn i nx1,
Ya
tada je X'y = (X1*y1 + Xa*yz + X3Fy3 +- o+ X ¥y, ) = Z(Xf *y:)

i=l1

skalarni proizvod vektora xiy.

Primer:

22 Operator sabiranja X koji se pojavljuje u ovoj definiciji objasnjen je u glavi ITL
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Ako su x= dva vektora, njihov skalarni proizvod je x'y = (2 * 5+ 5 * 4

2
5].
| 1Y
3

N B W

+1*6+3*4)=48. Uocimo da je potrebno vektor x transponovati pre skalarnog
mnozenja.

2.3. Duzina vektora

Duzina vektora jednaka je kvadratnom korenu iz zbira kvadriranih elemenata
vektora. Uo¢imo da se duzina vektora moze definisati i preko skalarnog proizvoda
vektora sa samim sobom. Naime, ako je x vektor reda 1xn, tada je

n
t 2
XX = (X ¥ X T X F Xt X3 KXy et X F Xn) = Y (X))
i=l1
te je, prema tome, duzina vektora jednaka kvadratnom korenu iz skalarnog proizvoda
vektora sa samim sobom.

2.4. Jedini¢ni vektor

Vektor Cija je duzina jednaka jedinici ili vektor za koji je zbir kvadriranih
elemenata jednak jedinici zove se jedini¢ni vektor. (Ove dve definicije su iste jer je
kvadratni koren iz broja 1 jednak jedinici.)

2.5. Vektor jedinica ili sumacioni vektor

Sumacioni vektor je vektor ¢iji su svi elementi jednaki jedinici. U Priru¢niku je
ovaj vektor uobic¢ajeno oznacen slovom e.

Zapamtite: Skalarni proizvod sumacionog vektora sa nekim drugim vektorom x
daje rezultat koji je jednak zbiru elemenata vektora x:

n
e'x =) x,.
i=1

2.6. Linearna kombinacija vektora

Vektori se mogu linearno kombinovati da bi se dobio novi vektor. To se izvodi
tako Sto se svaki vektor koji ulazi u linearnu kombinaciju pomnozi nekim brojem, t;.
skalarom, a zatim se dobijeni proizvodi saberu.
Jednostavnije receno, ako su aj, ay,..., ay realni brojevi, a Xj, Xp,..., Xy skup m
vektora, onda se linearna kombinacija ovih vektora moZe definisati na sledeci nacin:

m

* — * * * =
Zaj X;=a; "X, +a, X, +--+a, X, =Y.
Jj=1

Dakle, vektor y nastao je linearnim kombinovanjem skupa vektora xi, X,..., Xm, @
brojevi ay, as,..., am zovu se i koeficijentima za linearnu kombinaciju.
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2.7. Ortogonalnost dva vektora

Dva vektora x i y su ortogonalni akko (Cita se kao ako i samo ako) je njihov
skalarni proizvod (x'y) jednak nuli.

2.8. Linearna nezavisnost vektora

Ako se linearnim kombinovanjem nekog skupa vektora moze dobiti vektor nula
(vektor ¢iji su svi elementi nule) ali tako da se bar jedan vektor koji ulazi u linearnu
kombinaciju moze pomnoziti brojem razliitim od nule, onda je taj skup vektora
linearno zavisan.

Jednostavnije receno, ako su aj, a,..., ay realni brojevi, a xi, X,..., Xy skup m
vektora, ovaj skup vektora je linearno nezavisan, ako je moguée samo trivijalno
reSenje sledece jednacine:

m

* — * * % —
Zaj X;=a *x, +a,*x,++a, *x,=0.
Jj=1

Trivijalno reSenje ove jednacine je resenje pri kojem su svi koeficijenti za linearnu
kombinaciju jednaki nuli, tj. a; = a, =---= an = 0.

3. OBICNI PROIZVOD MATRICA

Postoje razliciti tipovi mnozenja dveju matrica. U ovom tekstu objasni¢emo
samo tzv. obic¢ni proizvod dveju matrica koji se moze izvesti samo onda kada matrica
koja je u proizvodu prva (sa leve strane) ima onoliko kolona koliko redova ima
matrica koja je u proizvodu druga (sa desne strane). Ovaj proizvod se zapravo svodi
na skalarno mnozenje redova prve matrice sa kolonama druge matrice. Dakle, ako je
matrica X reda nxm, a matrica Y reda mxp, onda se ove matrice mogu pomnoZiti.
Tada je:

Xnxm mep = anp.

Uoc¢imo da indeksi matrica koje se mnozZe a nalaze se sa unutrasnje strane (m) moraju
biti isti da bi se matrice mogle pomnoziti. Pored toga, vazno je uociti da ,,spoljasnji
indeksi dveju matrica (n i p) odreduju red ili dimenzije matrice koja se dobija
njihovim mnoZenjem. Obic¢ni proizvod dveju matrica koje se mogu pomnoziti dobija
se tako Sto se prvi red matrice koja je sa leve strane skalarno mnoZzi sa svakom
kolonom matrice koja je sa desne strane. Brojevi dobijeni na ovaj nacin smestaju se
redom u prvi red matrice koja se dobija mnozenjem dveju matrica. Dakle, elementi
nove matrice, koji se dobijaju skalarnim mnozenjem odredenog reda matrice sa leve
strane i odredene kolone matrice sa desne strane, imaju prvi indeks koji odgovara
indeksu reda leve matrice, dok drugi indeks tog elementa odgovara indeksu kolone
desne matrice. Isti postupak ponavlja se sa svakim slede¢im redom matrice sleva.
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Jednostavnije se ovaj produkt moZe definisati na sledeci nacin:

Ako je X matrica reda nxm, a matrica Y reda mxp, onda je matrica Z reda nxp
proizvod matrica X 1 Y, tj. Z = XY, pri ¢emu je element u redu i a u koloni j
matrice Z dat slede¢im izrazom:

z; :Z(xik *yg)si=1,2,..,m;j=1,2,..,p.
k=1

Primer:
Ako su date matrice X 1Y, pri ¢emu je:
1 0 2
1 2
3 1 1
X= ,Y=[0 1|,
1 2 1
0 -1
-1 3 2
tada je matrica Z, pri ¢emu je:
1
3
Z =
1 3
-1 -1

jednaka proizvodu matrica X 1Y, tj. Z = XY.

Kako se izvodi ovo mnozenje?

1. Pomnozimo skalarno prvi red matrice X sa prvom kolonom matrice Y:
1*1+0*0+2%*0=1.Broj koji smo dobili je element u prvom redu i prvoj koloni
matrice Z;

2. Pomnozimo skalarno prvi red matrice X sa drugom kolonom matrice Y:
1*2+0%*1+2* 1=0. Broj koji smo dobili je element u prvom redu i drugoj
koloni matrice Z;

3. Po istom principu skalarno mnozimo drugi red matrice X sa prvom, potom sa
drugom kolonom matrice Y. Dobijeni elementi nalaze se u drugom redu i prvoj
koloni, odnosno u drugom redu i drugoj koloni matrice Z;

4. To isto ponovimo sa tre¢im i ¢etvrtim redom matrice X;

Uocimo, dakle, da elementi za matricu Z koje dobijamo na ovaj nafin imaju prvi
indeks koji odgovara indeksu reda leve matrice, dok drugi indeks odgovara indeksu
kolone desne matrice.

Matrica X je reda 4x3, a matrica Y reda 3x2. Matrica Z koja se dobija njihovim
mnoZenjem je reda 4x2. Dakle, njen red jednak je broj redova leve x broj kolona
desne matrice. To je uvek slucaj u obicnom mnoZenju matrica, koje smo ovde
prikazali.

Veoma je vazno uociti na ovom primeru da se dve matrice mogu pomnoziti u jednom
redosledu, ali ne mora biti moguc¢e pomnoziti ih u obrnutom redosledu. Naime, nije
mogucée u navedenom primeru ni napraviti proizvod YX prema pravilu koje vazi za
obi¢no mnozenje matrica!
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Zapamtite:
O Za mnoZenje matrica ne vazi komutativnost!U opstem slucaju XY # YX.

o XI=X;IX=X;
Mnozenje matrice X matricom identiteta I ne menja matricu X;

o (X+Y)'=X"+Y" Transpon zbira matrica jednak je zbiru transponovanih
matrica;

0 X+Y)Z=XZ+YZ; Z(X+Y)=ZX+ ZY. Mnozenje je operacija
distributivna i sleva i zdesna u odnosu na sabiranje matrica;

a XY)'=YX;X X X' =X Xo' X'
Transpon proizvoda dveju ili viSe matrica jednak je proizvodu transpona ovih
matrica u obrnutom redosledu.

Primer 1:

Ako je ' = (1 1 1) vektor jedinica (sumacioni vektor) reda 1x3, a matrica Y
ista kao u prethodnom primeru, onda je €'Y jednako:

tj. 'Y= !
. =, |

Uoc¢imo da smo ovim mnoZzenjem dobili matricu, tj. vektor u kojem su elementi
zapravo zbirovi kolona matrice Y.

1*1+1%0+1%0=1;
1*2+ 1% 1+1%(-1)=2;

Primer 2:
Ako je R matrica interkorelacija tri varijable

r, Iy, 1
a vektor b vektor parcijalnih regresionih koeficijenata:*"?
b,
b =|b, |,
by

tada je proizvod Rb" jednak:

213 Na ovaj primer &italac se moze vratiti kada prou¢ava multiplu regresionu analizu (glava XIV)
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1%b, +1,, *b, +1,, *b;
q=|1, *b, +1%*b} +1,, *b;
1, *b] +1, *b, +1*b;
Dobili smo, dakle, vektor q reda 3x1. (U konkretnom slucaju, kao $to je poznato iz
regresione analize, elementi vektora q su korelacije prediktorskih varijabli sa
kriterijumskom varijablom.)

4. SIMETRICNE MATRICE

U analizi podataka u psihologiji veoma se Cesto srecu simetrine matrice, tj.
matrice ¢iji su odgovarajuci elementi sa jedne i druge strane glavne dijagonale

Zapamtite:

o Proizvod dveju simetri¢nih matrica nije nuzno simetricna matrica;

o Kao proizvod matrice i njenog transpona u bilo kojem redosledu (XX ili XX")
dobija se simetricna matrica.

jednaki. Naime, element u prvom redu i drugoj koloni takvih matrica jednak je
elementu u drugom redu i prvoj koloni i tako redom. Tako izgledaju, na primer,
matrice kovarijansi i matrice interkorelacija. Takva je matrica R u prethodnom
primeru br. 2. Jednostavnije reCeno, simetricne matrice jednake su svom transponu.

5. TRAG MATRICE

Trag kvadratne matrice X, u oznaci trag (X) ili tr (X), jednak je zbiru elemenata
na glavnoj dijagonali matrice. O¢igledno, trag imaju samo kvadratne matrice.

Ako je matrica X reda mxm, tada je trag matrice X:

tr(X) = i X
i=1

6. DETERMINANTA MATRICE

Jedna od vrlo vaznih skalarnih funkcija matrice je njena determinanta.*'
Determinantu mogu imati samo kvadratne matrice. Budu¢i da je formalna definicija
determinante prilicno komplikovana, u ovom tekstu ¢emo determinantu opisati tako
da ¢italac stekne samo opstu predstavu o njoj:

2% Skalarne funkcije matrice preslikavaju elemente matrice u jedan broj, skalar. Dakle, kao rezultat

neke funkcije u koju su ukljuceni elementi matrice dobijamo jedan broj.
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Determinanta matrice X reda mxm, u oznaci |X , dobija se tako §to se sabere
m! (m faktorijel) proizvoda,”'® pri &emu svaki proizvod ima pozitivan ili negativan
predznak, a svaki proizvod sastavljen je od m elemenata matrice.”'® Pored toga, u
jednom istom proizvodu ne smeju biti dva elementa iz istog reda ili iste kolone
matrice. Ocigledno, vrednost determinante zavisi od svih elemenata u matrici.

[lustrova¢emo racunanje determinante na veoma jednostavnom primeru. Ako je
matrica X, reda 2x2, takva da je:

onda je determinanta matrice X, | X |=6%4-2%3=24-6=18.

Uocimo da smo sabrali 2! (Cita se kao dva faktorijel), tj. 2 proizvoda. Prvi ima
pozitivan, a drugi negativan predznak, iz razloga koje necemo ovde objasniti. Ni u
jednom od ova dva proizvoda nema dva elementa koji su iz istog reda ili iste kolone
matrice.

Determinanta matrice je vazna jer se, izmedu ostalog, na osnovu vrednosti
determinante matrice moze ustanoviti da li matrica moze imati regularni inverz
(inverz je objaSnjen u nastavku teksta). Ako je determinanta neke matrice jednaka
nuli, tj. ako je |X|= 0, matrica X je singularna i nema regularni inverz.

Kolone matrice podataka mozemo posmatrati kao skup varijabli ili vektora.
Matrica podataka cije kolone ne predstavljaju linearno nezavisan skup vektora ima
determinantu jednaku O i ne moze imati regularni inverz. Ako, na primer, u matrici
podataka, ¢iji regularni inverz je potrebno naci tokom statisticke analize, postoji
varijabla koja je zbir nekih od preostalih varijabli u matrici, regularni inverz takve
matrice ne¢emo moc¢i izracunati.

Osim navedenog, determinanta matrice u mnogim multivarijacionim analizama
moze posluziti kao mera generalizovane varijanse skupa varijabli koje se nalaze u
kolonama matrice.*'’

7. REGULARNI INVERZ MATRICE

Umesto deljenja kakvo je definisano u skalarnoj algebri, u matri¢noj algebri
postoji operacija mnoZenja regularnim inverzom matrice. Dakle, umesto da matricu X
»podelimo* matricom Y, u matri¢noj algebri zapravo matricu X mnozimo regularnim
inverzom matrice Y. Regularni inverz matrice oznacava se obi¢no eksponentom -1
nad oznakom matrice. Na primer, regularni inverz matrice Y obelezili bismo oznakom
Y

Regularni inverz mogu imati samo neke kvadratne matrice. Kvadratne matrice
¢ija je determinanta jednaka nuli zovu se singularne matrice i nemaju regularni inverz.
Za pravougaone matrice i singularne kvadratne matrice koje nemaju regularni inverz
postoje tzv. generalizovani inverzi.

215 m faktorijel, u oznaci m!, jednak je proizvodu celih brojeva od 1 do m. Ako je, na primer, m = 5,
tadaje 5!=5*4%3 *2* 1 =120.

21 postupak kojim se odreduje da li proizvod ima pozitivan ili negativan predznak objasnjen je u
udzbenicima linearne algebre.

2170 ovome se moze proéitati u Kovacié, 1994.
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Sam postupak nalazenja regularnog inverza matrice prilicno je zametan i nece
biti objasnjen u ovom tekstu. Definisa¢emo regularni inverz matrice preko njegovog
klju¢nog svojstva:

Regularni inverz matrice X, u oznaci, X', jeste matrica koja ima slede¢u osobinu:
XX'=XX"=1I,

pri cemu je I matrica identiteta.

Dakle, kada matricu X pomnozimo njenim regularnim inverzom bilo sa koje strane
dobijamo kao rezultat matricu identiteta, tj. dijagonalnu matricu u c¢ijoj glavnoj
dijagonali su svi elementi jednaki jedinici. Analogija sa ,,reciprocnom vrednoscu‘
nekog broja iz skalarne algebre je ocigledna: kao §to znamo iz skalarne algebre, kada
se neki broj pomnozi svojom reciproénom vredno§c¢u sa bilo koje strane, kao rezultat
mnozenja dobija se jedinica.

Zapamtite:

o (X)"'=X. Regularni inverz inverza matrice X jednak je matrici X;

o XY)'=Y'XU X Xo X =X X X
Regularni inverz proizvoda dveju ili viSe matrica jednak je proizvodu
pojedinih regularnih inverza ovih matrica u obrnutom redosledu;

0 Regulami inverz dijagonalne matrice D je dijagonalna matrica D' &iji su
elementi na glavnoj dijagonali jednaki reciprocnim vrednostima matrice D;
o Regularni inverz matrice identiteta I je matrica identiteta.

8. ORTOGONALNE MATRICE

Matrice u ¢ijim kolonama ili redovima su vektori jedinicne duzine, pri cemu
bilo koja dva razlic¢ita reda ili bilo koje dve razli¢ite kolone predstavljaju medusobno
ortogonalne vektore, jesu ortogonalne matrice.

Preciznije, kvadratna matrica P je ortogonalna, akko (,,ako i samo ako®) je njen
regularni inverz jednak njenom transponu, tj. akko P = P".
Za ortogonalne matrice, stoga, vazi i sledece:

PP=PP'=1.
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9. RANG MATRICE

Rang matrice jednak je maksimalnom broju linearno nezavisnih redova ili
kolona u matrici. Ako je re¢ o kvadratnoj matrici, njen rang moze biti jednak broju
redova ili kolona u matrici, ali moze biti i manji. Ako je matrica pravougaona, njen
rang ne moze biti ve¢i od njene manje dimenzije.

10. SVOJSTVENE VREDNOSTI I SVOJSTVENI VEKTORI MATRICE

Ako je R kvadratna matrica reda mxm, x vektor reda mx1 ¢iji je bar jedan
element razlicit od nule (x # 0), a A skalar, takav da je Rx = Ax, tada je A svojstvena
ili karakteristi¢na vrednost (engl. eigenvalue) matrice R, a x je karakteristican ili
svojstven vektor matrice R. Svojstvene vrednosti i svojstveni vektori simetri¢nih
matrica imaju neka vazna i specificna svojstva koja nemaju svojstvene vrednosti i
svojstveni vektori nesimetricnih kvadratnih matrica. Na odredivanju svojstvenih
vrednosti i svojstvenih vektora matrice zasniva se veliki broj multivarijacionih
statisti¢kih postupaka.’'®

Matricna jednacina Rx = Ax, koja definiSe svojstvene vrednosti moze se,
prebacivanjem izraza Ax na levu stranu, napisati i u slede¢em obliku: Rx - AIx = 0, pri
¢emu je 0 vektor nula, tj. vektor ¢iji su svi elementi jednaki nuli, a I matrica identiteta.
Budu¢i da kvadratna matrica reda mxm ima m svojstvenih vrednosti, onda ¢emo
uvesti indeks p uz oznaku svojstvene vrednosti i ovu matri¢nu jednacinu napisati u
slede¢em obliku: Rx - A,Ix = 0. ReSenje matri¢ne jednacine (R - A,I) x, = 0 ne moze
se dobiti njenim mnozenjem sa inverzom matrice (R - A,I), tj. matricom (R - ka)'l,
Sto je inace uobicajen postupak. Kada bismo to uradili, dobili bismo x, = (R - X,,I)'] 0
= 0, Sto je u kontradikciji sa zahtevom da je x, # 0. Zato R - A,1 ne sme imati
regularni inverz, tj. mora biti singularna. To znaci da traZimo A, takvo da je
determinanta [R - A, = 0, a time se reSavanje svodi na reSavanje sistema m
homogenih jednacina sa m nepoznatih. Dakle, svojstvene vrednosti, kada se oduzmu
od dijagonalnih elemenata matrice R, pretvaraju tu matricu u singularnu matricu, tj.
matricu R - AL. Matrica R - AI nema regularni inverz, a njena determinanta jednaka je
nuli. Izraz |[R - A,J] = 0 zove se karakteristicna jednacina matrice R, a sama
determinanta [R - Al | je karakteristi¢na funkcija matrice R.

Daljim razvojem determinante dobijamo polinomsku jednacinu po A stepena m:

AN = (A)™ + by (-A)™ 4+ by(-A) + by =0

Ova jednaCina je karakteristicni polinom matrice R, a A, Ay,..., Ay jesu
karakteristicni koreni ili svojstvene vrednosti (engl. eigenvalues) matrice R.
Njihovim nalazenjem dobijamo i1 njima odgovarajuce karakteristicne, svojstvene
vektore xy,X,,..., X,,. Dakle, svakoj svojstvenoj vrednosti odgovara odredeni svojstveni
vektor.

Ako konstruisemo dijagonalnu matricu

A=0y) (p=1,2,.,m),

dakle, matricu ¢iji su dijagonalni elementi svojstvene vrednosti, poredane po veli€ini
od gornjeg levog ka donjem desnom uglu matrice, i kvadratnu matricu

28 Dodatna objasnjenja svojstvenih vrednosti i svojstvenih vektora data su u okviru izlaganja Analize
glavnih komponenata (glava XX).
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X=(x)(p=1,2,..,m)

u ¢ijim kolonama su svojstveni vektori, tada, ako je matrica R simetricna, vazi
sledece:

X'RX = A, a odatle XAX'=R.

Posto je R simetri¢na matrica, X je ortogonalna matrica. Dakle, vazi sledeée: X'X =
XX' = I. Buduéi da je A dijagonalna matrica, o¢ito je da se simetriéna matrica moze
transformisati u dijagonalnu matricu njenim mnoZenjem sa desne strane
ortogonalnom matricom i njenim mnozenjem sa leve strane transponom ortogonalne
matrice. Budu¢i da se skup razli¢itih svojstvenih vrednosti matrice zove spektralni
skup, dekompozicija simetricne matrice

na proizvod transpona ortogonalne matrice svojstvenih vektora, dijagonalne matrice
svojstvenih vrednosti i ortogonalne matrice svojstvenih vektora naziva se spektralnom
dekompozicijom matrice.

Zapamtite:

Q Zbir svojstvenih vrednosti matrice R jednak je njenom tragu, a proizvod
svojstvenih vrednosti matrice R jednak je determinantni te matrice:

>, =tr(R); I1*, =IR|.
p=1 p=1

Na osnovu drugog izraza ocigledno je da, ako je matrica R singularna, bar
jedna njena svojstvena vrednost mora biti jednaka 0, jer je determinanta
singularne matrice jednaka nuli;

o Ako je matrica R simetri¢na, svojstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim
svojstvenim vrednostima ove matrice medusobno u ortogonalni. Ako, pak,
matrica R nije simetri¢na, svojstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim
svojstvenim vrednostima ove matrice nisu medusobno ortogonalni.

11. KVADRATNA FORMA

Ako je R simetri¢na matrica reda mxm, a b vektor reda mx1, tada se izraz

b'Rb=3" 3b b,r,

k=1 j=1

zove kvadratna forma matrice R. Na osnovu pravila o mnozenju matrica ocigledno je

da se kao rezultat mnoZenja b'Rb dobija skalar, tj. jedan broj.
Kvadratnom formom matrice u statistici se Cesto izraZzava varijansa linearne
kombinacije varijabli koje su u kolonama matrice.
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